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Restricciones usuales en ML/Computer Vision

Espacio euclideano 

Esfera unitaria 

Variedad de Stiefel    (marcos ortonormales)

Variedad Grasmaniana   (subespacios lineales de  de dimensión )

Grupo de Rotaciones 

Matrices semidefinidas positivas con rango fijo 

ℝd

𝕊d−1

St(d, k)
Gr(k, V) V k
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min
x∈ℳ

f(x)



Ejemplo: Structure-from-motion

Espacio de búsqueda: grupo de rotaciones



Ejemplo: localizacion en redes de sensores

Espacio de búsqueda: nube de puntos modulo movimientos rígidos



Lo típico
min
x∈ℳ

f(x)

restricción
Ejemplo:

min
x∈SO(3)

f(R) ⟼ min
R⊤R = I3

det(R) = 1

f(R)



min
x∈SO(3)

f(R) ⟼ min
R⊤R = I3

det(R) = 1

f(R)

Estas restricciones “recortan” un 
conjunto curvo y no convexo en ℝ3×3



f(x) = c

min
g(x)=0

f(x)

±∇g

Restricciones se quieren 
mover en esta dirección

g(x) = 0

ℳ

−∇fFunción objetivo se quiere 

mover en esta dirección



f(x) = c

min
g(x)=0

f(x)g(x) = 0

ℳ

x

x0



f(x) = c

min
g(x)=0

f(x)g(x) = 0

ℳ

x

x0

Projectar no es obvio!

min
x s.t. g(x)=0

∥x − x0∥





Intrinsic approach

Optimizacion sin restricciones:  
sin caminar “por fuera de la variedad” 

https://afonsobandeira.wordpress.com/wp-content/uploads/2015/03/steepestdescent_compare_euclidean_sphere.png



Génesis

https://www.linkedin.com/pulse/cracking-code-machine-learning-beginners-guide-alves-estrella/

xk+1 = xk − αk ∇f(xk) “gradiente descendente euclideo”

caminar dirección



Optimización de primer orden en variedades

xk+1 = xk − αk ∇f(xk) “gradiente descendente euclideo”

caminar dirección

xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

“gradiente descendente en variedades”



Por qué optimización en variedades?

xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

“gradiente descendente en variedades”

Desde la práctica:

Mejores algoritmos 
satisfacción de restricciones automática, 
especializados en el espacio

Desde la teoría:

Descripcion matematica elegante 
generaliza convexidad, gradiente 
descendente 



Literatura - paquetes



Repaso: cálculo multivariado

Proposición:  
 es un operador linealdfx0

: ℝn ⟶ ℝ

dfx0
(v) := lim

h→0

f(x0 + hv) − f(x0)
h

https://15462.courses.cs.cmu.edu/fall2018content/lectures/03_vectorcalc/images/slide_024.jpg

dfx0
(v) = ∇f(x0) ⋅ v



Repaso: espacio tangente

Cortesía de ChatGPT

p
ℳ ∩ W

ℳ ⊆ ℝn

U ⊆ Rm

ϕ
Tpℳ = {γ′￼(0) where γ(0) = p}

= image(dϕϕ−1(p))



De vuelta a la optimización 
xk+1 = xk − αk ∇f(xk) “gradiente descendente euclideo”

caminar dirección

xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

“gradiente descendente en variedades”



xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

Repaso: gradiente

Proposición:  
Para cada , existe un único vector  tal que  para 
todo .

p ∈ ℳ ∇f(p) ∈ Tpℳ dfp(v) = v ⋅ ∇f(p)
v ∈ Tpℳ

https://epubs.siam.org/doi/10.1137/15M1045855



xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

Moverse sobre la variedad: aplicación exponencial

expp(v) := γv(1)

donde  es la (única) geodésica   

definida en  con velocidad  

γv
p v

https://epub.oeaw.ac.at/?arp=0x003f5dd2



xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

Problema: las geodesicas son complicadas :c

Cortesía de ChatGPT

Muchas veces son difíciles de calcular



xk+1 = retractionxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

Noción más débil: Retracción



Escenario más general: Variedades Riemannianas

¿Misma distancia?

https://epubs.siam.org/doi/10.1137/15M1045855

Par  conformado por una variedad 
diferenciable  y un producto interno 
definido puntualmente 

.

(ℳ, g)
ℳ

gp( ⋅ , ⋅ ) : Tpℳ × Tpℳ → ℝ

≅
ds2 =

dx2 + dy2

(1 − x2 − y2)2



Gradiente Riemanniano
Tensor métrico 

Gradiente en coordenadas 

g ∈ ℝn×n

∇f ∈ ℝn

∇g f = g−1 ∇f



De vuelta a la optimización 
xk+1 = xk − αk ∇f(xk) “gradiente descendente euclideo”

caminar dirección

xk+1 = expxk
(−αk ∇ℳ f(xk))

“gradiente descendente en variedades”



Ejemplo: Esfera

𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}



Ejemplo: Esfera
𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}

p

v

Tp𝕊n−1 := {v ∈ ℝn : v ⋅ p = 0}



Ejemplo: Esfera
𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}

Tp𝕊n−1 := {v ∈ ℝn : v ⋅ p = 0}

Restricción de f : ℝn → ℝ

∇𝕊n−1 f(p) = (In×n − pp⊤)∇ℝn f(p)
Proyectar el gradiente del espacio ambiente al espacio tangente

Variedad

Tangente



Ejemplo: Esfera
𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}

Tp𝕊n−1 := {v ∈ ℝn : v ⋅ p = 0}

∇𝕊n−1 f(p) = (In×n − pp⊤)∇ℝn f(p)

Variedad

Tangente

Gradiente 
Intrinseco

expp(v) = p cos ∥v∥2 +
v sin ∥v∥2

∥v∥2

Rp(v) =
p + v

∥p + v∥2



Ejemplo: Esfera
𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}

Tp𝕊n−1 := {v ∈ ℝn : v ⋅ p = 0}

∇𝕊n−1 f(p) = (In×n − pp⊤)∇ℝn f(p)

Variedad

Tangente

Gradiente 
Intrinseco

Rp(v) =
p + v

∥p + v∥2
Retracción



Ejemplo: variedad de Stiefel
St(n, k) := {U ∈ ℝn×k : U⊤U = Ik×k}



St(n, k) := {U ∈ ℝn×k : U⊤U = Ik×k}

TUSt(n, k) := {V ∈ ℝn×k : U⊤V + V⊤U = 0k×k}

RU(V) := (U + V)(Ik×k + V⊤V)−1/2



Ejemplo: Esfera
𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}

Tp𝕊n−1 := {v ∈ ℝn : v ⋅ p = 0}

∇𝕊n−1 f(p) = (In×n − pp⊤)∇ℝn f(p)

Variedad

Tangente

Gradiente 
Intrinseco

Rp(v) =
p + v

∥p + v∥2
Retracción

Optimizacion del 
cociente de Rayleigh:  min

v∈𝕊n−1

1
2

x⊤Ax



𝕊n−1 := {x ∈ ℝn : ∥x∥2 = 1}
Tp𝕊n−1 := {v ∈ ℝn : v ⋅ p = 0}
∇𝕊n−1 f(p) = (In×n − pp⊤)∇ℝn f(p)

Rp(v) =
p + v

∥p + v∥2

min
v∈𝕊n−1

1
2

x⊤Ax



St(n, k) := {U ∈ ℝn×k : U⊤U = Ik×k}

TUSt(n, k) := {V ∈ ℝn×k : U⊤V + V⊤U = 0k×k}

RU(V) := (U + V)(Ik×k + V⊤V)−1/2

Análisis de 
Componentes 
Principales (PCA):  

min
U∈St(n,k)

∥U⊤A∥2
Fr



St(n, k) := {U ∈ ℝn×k : U⊤U = Ik×k}
TUSt(n, k) := {V ∈ ℝn×k : U⊤V + V⊤U = 0k×k}

RU(V) := (U + V)(Ik×k + V⊤V)−1/2

Sparse PCA:  max
U∈St(n,k)

∥U⊤A∥2
Fr − α∑

ij

|xij |

Robust PCA:  min
U∈St(n,k) ∑

i

∥ai − UU⊤ai∥2

min
U∈St(n,k)

∥U⊤A∥2
Fr





Gracias!

(:


