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;Que es transporte optimo?

Una manera geometrica
de comparar medidas de

probabilidad












;Quien fue a donde?




;Quien fue a donde?
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Asumamos que se desplazaron en linea recta




Asumamos que se desplazaron en linea recta

;Cuantas trayectorias son posibles?
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Hay 6! =6 X 35X 4 X3 X2xX1 =720 permutaciones posibles



Transporte optimo v.0.0 aka problema de asignacion lineal
Vi )2

Mision: Encontrar la explicacion “mas natural” ® O

“natural” va a estar codificado con costos asociados a pares de puntos, y buscamos encontrar la mejor permutacion
n

min Z C(xia ya(i))

ced
O=n =1



Transporte optimo v.0.0 aka problema de asignacion lineal
Vi )2

Mision: Encontrar la explicacion “mas natural”

para resolver el problema de asignacion lineal podemos correr el algoritmo hingaro o cualquier variante

pero...



pero...

las correspondencias optimas no son convenientes para ML

En efecto, computar correspondencias optimas genera muchos problemas:

¥ Mal escalamiento, generalmente complejidad O(n°) para n puntos. [Colab 1]

¥ Son inestables y dificiles de paralelizar de manera eficiente en GPUs.
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https://colab.research.google.com/drive/1WlA_x8-Z76hqqGr9FpgWFFj7wJeQaJ9c#scrollTo=OcWwRt51JFZU
https://colab.research.google.com/drive/1VSMcAeGX-KDkH69pTJt8IDDQyXlWC9dn?usp=sharing

Las correspondencias optimas nos dan mas preguntas que respuestas:

... Y lo que es mas problematico: son fragiles, rigidas y les falta generalizacion

¥ ;Qué pasa si los puntos x y y difieren en cantidad (n # m)? ;y si tienen pesos?
¥ ;Qué pasa si la funcidn de costo no es obvia? (e.g. x y y viven en diferentes espacios)

¥ ;Qué pasa si necesitamos generalizar y empezar a mover nuevos puntos fuera de la muestra?

¥ ;Qué pasa si queremos estocasticidad? En vez de lineas rectas queremos desplazamientos estocasticos




Optimal couplings

N . . . ) e i g )
¥ ;Que pasa si los puntos x y y difieren en cantidad (n = m)? ;y si tienen pesos! Kantorovich relaxation

3 ;Qué pasa si la funcion de costo no es obvia? (e.g. x y v viven en diferentes espacios) JREUSMISEAEREENE
distances

¥ ;Qué pasa si necesitamos generalizar y empezar a mover nuevos puntos fuera de la muestra? Monge problem

Transport map
Wasserstein distance

¥ ;Qué pasa si queremos estocasticidad? En vez de lineas rectas queremos desplazamientos estc

Dynamic OT
Benamou-Bremier

Optimal couplings
Kantorovich relaxation

Gromov-Wasserstein
distances

Monge problem
Transport map
Wasserstein distance

Dynamic OT
Benamou-Bremier



Transporte Optimo
11 ~ f2 /3

0 10 10 1
i T T

/> “deberia ser” mas cercano a f; que a f;, pero en distancia L,...

i —hLll=1h—Alla=1h—-All =1

Moraleja: nociones comunes de distancia entre funciones no dotan a la
variable independiente de una interpretacion espacial
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Tomado de: “You, K., Shung, D., & Giuffre, M. (2025). On the Wasserstein Median of Probability Measures.”
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Problema de Monge

Inf J c(x, T(x))u(x)dx
X

I:X—>X

sujeto a

u(x)dx = J v(y)dy
B

minimizando
el trabajo

VB C X, J
r-1(B)

|
N

inf J cx, T(x))du  sujetoa THu
X

T#u(B) = w(T~'(B))  VBE R

inecesitamos medida!



Desafortunadamente, el problema de Monge
es un problema de optimizacion horrible

int J cx, T(x))du  sujetoa THu
T X—=X e

Dificultad |: el conjunto de restricciones puede ser vacio

Dadas u, v, no necesariamente existe 1 tal que v = T#u
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Desafortunadamente, el problema de Monge
es un problema de optimizacion horrible

inf J cx, T(x))du  sujetoa THu
T X—-X D¢

Dificultad |: el conjunto de restricciones puede ser vacio

Sy,
4/
Dadas i, 1, no necesariamente existe 1 tal que v = 1T#u 1 p 7/”7’_’,

Vi

Dificultad ll: las soluciones pueden no ser unicas

' Sl4



Desafortunadamente, el problema de Monge
es un problema de optimizacion horrible

inf J cx, T(x))du  sujetoa THu
T X—-X D¢

Dificultad |: el conjunto de restricciones puede ser vacio

Sy,
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Dificultad lll: el conjunto de restricciones no es convexo
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Desafortunadamente, el problema de Monge
es un problema de optimizacion horrible

inf J cx, T(x))du  sujetoa THu
T X—-X D¢

Dificultad |: el conjunto de restricciones puede ser vacio

1 by, — \

N

Dadas u, v, no necesariamente existe / tal que v = 1#u vy

Dificultad ll: las soluciones pueden no ser unicas

‘Y Sl4

Dificultad lll: el conjunto de restricciones no es convexo

En optimizacion, queremos que nuestro
conjunto de restricciones sea convexo
puesto que la estrategia natural es “adivinar”

un valor inicial, perturbarlo y ver si la funcion / -
objetivo decrece e




II(p,v) déf{P c P2 xQ)VA, B CQ,

P(AxQ)=u(A),P(Q2x B)=v(B)}

Relajacion de Kantorovich Int J c(x, y)P(dx, dy)
Pell(u,v) Y X



Relajacion de Kantorovich

inf H(P)= 1nf [ c(x, v)P(dx, dy)
Pell(u,v) Pell(u,v) XX

el econjynto-derestriccione
Conjunto de restricciones es no vacio

el conjunto de restricciones no ¢
Conjunto de restricciones es convexo
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Relajacion de Kantorovich

inf H(P)= 1nf [ c(x, v)P(dx, dy)
Pell(u,v) Pell(u,v) XX

el econjunto-derestriccionespuede
Conjunto de restricciones es no vacio

el conjunto de restricciones no es convexc
Conjunto de restricciones es convexo

Funcion objetivo es convexa
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Relajacion de Kantorovich

inf H(P)= 1nf [ c(x, v)P(dx, dy)
Pell(u,v) Pell(u,v) XX

el econjunto-derestriccionespuede
Conjunto de restricciones es no vacio

Dificultad Hl:—el-coniunto-de-restricciones-no-es—conve
Conjunto de restricciones es convexo

Funcion objetivo es convexa

Problema de Kantorovich tiene una version dual

Uno puede probar que siempre existe una solucion via calculo de variaciones



(p,v) S{P c P(Q x Q)|VA, B C Q,

P(A x Q) = u(A), P(Q x B) = v(B)}

l - p = . ; S - o ‘,‘,’. ."l'_l' 2 ‘ “’5

d(x, y)*P(dx, dy)

" = . .*d 4.& o T < < \s_\'\\ = = o * 9







